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论海底大地控制点 GNSS/A 定位联合平差方法的

原理和应用

(特邀文章)

王振杰，孙振，赵爽，聂志喜，张世美
( 中国石油大学 (华东) 海洋与空间信息学院, 山东 青岛 266580 )

摘      要：为分析海面换能器位置误差对海底大地控制点定位精度的影响规律，我们提出了

GNSS 声学 (GNSS/Acoustic，GNSS/A ) 定位联合平差 (joint adjustment, JA) 方法 . 针对联合平差方法

理论证明不足及无深海数据验证的问题，本文进一步阐述了联合平差方法的原理，给出了联合

平差方法严密的优越性证明和精度评定公式 . 最后采用松花湖数据和南海数据进行验证，联合

平差方法可以提高传统 GNSS/A 方法 2%~26% 的定位精度，展示联合平差方法在湖区和深海区

的应用效果 .
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0     引　言

海底大地控制网是海洋导航定位技术的基础设

施 [1]. 目前，主要以GNSS 声学 (GNSS/Acoustic，GNSS/
A) 定位技术为主，根据非差/差分定位模型实现海底

大地控制点的精确标定. 由于复杂海洋环境的影响和

水下测距技术的限制，海底大地控制点的精确标定需

要发展更加完备且高精度的 GNSS/A 定位数据处理

方法 [1]. 国际大地测量协会 (International Association
of Geodesy，IAG) 于 2019 年设立了海洋大地测量工

作组，目的是推动海洋空间基准与水下定位技术的发

展 [2-3].
为了提高海底大地控制点应答器的定位精度，研

究学者先后提出了航迹规划、差分定位和附加深度约

束等技术手段. 航迹规划通过增加观测值的冗余性和

几何对称性，提高海底应答器平面坐标的定位精度，但

高程方向的定位精度还有待提高 [4-5]. 历元间差分能够

削弱观测值的共模误差，比如硬件延迟误差和由海洋

长周期误差引起的声速代表性误差等，提高了海底应

答器的定位精度，但无法消除由海洋短周期误差引起

的声速代表性误差 [6-7]. 基于压力传感器提供的深度

值，提出了深度差约束的水下定位方法，提高了海底应

答器垂直方向的定位精度 [8-11]. 但是，这些方法均是将

海面换能器的位置作为没有误差的已知值，结合声学

测距来计算海底应答器的位置 [12]. 海面换能器位置不

可避免的存在定位误差，由 GNSS 定位提供的海面换

能器位置在各个历元具有不同的定位精度 [13]. 因此，

应精确评定由 GNSS 定位提供的海面换能器位置精

度信息，采用更为合理的数据处理模型来减弱声学换

能器位置误差对海底大地控制点定位的影响. 

1     传统 GNSS/A 定位平差方法

如图 1 所示，GNSS/A 定位技术通常借助海面平

台 (如测量船) 实施水下声呐测距来反演海底大地控

制点的位置. 测量船上装载了 GNSS 接收机、姿态测

量仪和声学换能器等设备. 通常采用 GNSS 定位技

术，如实时动态 (real time kinematic，RTK) 技术或者

精密单点定位 (precise point positioning，PPP) 技术来

获取 GNSS 天线位置，然后根据精密工程测量方法和

船载姿态仪数据，将 GNSS 天线位置归算到换能器信

标中心位置 [14]. 声学换能器向海底应答器发送声学信

号并记录海底应答器的回波信息，可得到声学换能器

至海底应答器的传播时间，根据声速和传播时间计算

可得到声学换能器至海底应答器的声学距离. 
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式中：   为观测历元；   为海底应答器

到换能器的观测距离，   为声速，   为声信号单向传播

时间；   为声学换能器至海底应答器的几何距

离 ；    为 声 学 换 能 器 的 坐 标 ；  

 是海底应答器的坐标；   为观测误差.
 
 

GNSS卫星

测量船

海底大地控制点

图 1    GNSS/A 声学定位系统示意图
 

忽略海面换能器的位置误差，将式 (1) 进行线性

化，线性化观测方程的向量表达式为 

L = AdXr +ε (2)

A dXr = [dxr,dyr,dzr]T

Li = ρi− fi(Xs
i ,X

r
0) L = (L1,L2, · · · ,Ln)T

ε = (ε1, ε2, · · · , εn)T Xr
0 = [xr

0,y
r
0,

zr
0]T

式中：    为设计矩阵；    为海底应答

器坐标的改正数；   ,  
为观测值；   为观测误差； 

 为海底应答器的线性化初值.
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(3)

根据最小二乘原理，由式 (2) 可得海底应答器的

坐标为 

Xr = Xr
0+dXr = Xr

0+ (AT P1 A)−1 AT P1L (4)

P1式中，   声学观测值的权阵.

传统 GNSS/A 定位方法是将海面换能器的位置

当作没有误差的已知值，结合声学测距来计算海底应

答器的位置. 然而，海面换能器 GNSS 定位在各个历

元具有不同的精度，在平差过程中，海面换能器的位

置误差会传递给海底待估参数，降低海底大地控制点

的定位精度. 为了分析海面位置误差对海底应答器定

位精度的影响，将海面换能器和海底应答器的位置参

数均作为待估参数，我们提出了 GNSS/A 定位联合平

差 (joint adjustment, JA) 方法 [13]，并采用模拟数据和

浅水区实测数据进行了验证，但是该方法存在优越性

证明方面的不足和无深海数据验证的问题. 本文进一

步阐述联合平差方法的原理，给出了联合平差方法严

密的优越性证明和精度评定公式，并采用松花湖浅水

数据和南海深水数据进行验证. 

2     顾及海面换能器位置误差的 GNSS/A
联合平差方法

 

2.1     GNSS/A 联合平差的函数模型

将海面换能器位置和海底应答器位置均作为未

知参数，将式 (1) 线性化可得 
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式中：    为声学换能器的线性化初

值；   含义同上.

n

假设测量船围绕海底应答器做走航运动，共采集

了    个历元的观测数据，则线性化观测方程的向量表

达式为 

L = BdXs+ AdXr +ε (6)

L A dXr ε dXs = [dxs,dys,dzs]T式中：    、    、    、    含义同上；    为

海面换能器的坐标改正数. 
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(7)
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将海面换能器位置作为虚拟观测，则虚拟观测方

程为 

Lxs = E3ndXs+εxs (8)

Lxs E3n 3n×3n

E3n = blkdiag(E,E, · · · ,E) E 3×3 εxs

3n×1

式中：    为虚拟观测值；     为    的块对角矩

阵，    ；    为    的单位阵；  

为    的虚拟观测误差. 根据式 (6) 和式 (8)，可建

立 GNSS/A 联合平差的函数模型  {
L = BdXs+ AdXr +ε
Lxs = E3ndXs+εxs

(9)
 

2.2     GNSS/A 联合平差的参数估计方法

根据最小二乘原理，由式 (9) 可得 GNSS/A 联合

平差的法方程为  { (
BT P1B+ Pxs

)
dXs+BT P1 AdXr = BT P1L+ Pxs

Lxs

AT P1BdXs+ AT P1 AdXr = AT P1L
(10)

P1 Pxs式中：    含义同上；    为虚拟观测值的权阵，由换能

器 GNSS 定位的方差-协方差信息确定.

M = −AT P1B(BT P1B+ Pxs
)−1

若根据式 (10) 直接进行求解，会面临法矩阵计

算量大的问题. 假设海面调查船共采集了 800 个历元

的观测值，法矩阵维数为 2 403×2 403，且法矩阵的维

数随着观测历元数而增加，将会占用很大的储存空间

和计算资源. 相对于海面换能器的位置，我们更关注

海底应答器的位置. 为此，可将法方程进行等价转换，

消除海面换能器的位置参数 [15]. 将式 (10) 第一式左

乘以    再与式 (10) 第二式

相加，化简可得  (
AT P1 A+MBT P1 A

)
dXr =

AT P1L+MBT P1L+MPxs
Lxs

(11)

根据式 (11)，可得到海底应答器的坐标改正数为 

dXr =(AT P1 A+MBT P1 A)−1

(AT P1L+MBT P1L+MPxs
Lxs

)
(12)

由式 (12) 可以发现，通过对法方程进行等价转

换，消除了海面换能器的位置参数，直接得到海底应

答器的位置参数，解决了由于待估参数过多引起的计

算量大的问题. 

2.3     联合平差优越性的证明

DLS

根据协方差传播律 [16]，结合式 (4)，传统 GNSS/A
定位方法计算得到的海底应答器的协方差阵   为 

DLS = σ
2
0(AT P1 A)−1 (13)

σ2
0式中，    为单位权方差. 根据式 (9)，联合平差的函数

模型可表达为 

S = GdXr +HdXs+εl =
[

G H
] [ dXr

dXs

]
+εl (14)

S S =
[

LT LT
xs

]T

G =
[

AT 0
]T

H =
[

BT E3n

]T
εl

εl =
[
εT εT

xs

]T
P 4n×4n P =

blkdiag
(
P1, Pxs

)

式 中 ：    为 观 测 值 向 量 ；    ；

 ；    ；    为误差向量；

 ；    为    的 块 对 角 矩 阵 ；  

 . 根据最小二乘原理，由式 (14) 可得

GNSS/A 联合平差的法方程为  [
M11 M12

M21 M22

] [
dXr

dXs

]
=

[
W1

W2

]
(15)

M11 = GT PG M12 = GT PH M21 = HT PG
M22 = HT PH W1 = GT PS W2 = HT PS
式 中 ：    ；    ；    ；

 ；    ；    . 对式 (15) 做

等价变换 [15]，得： 

C
[

M11 M12

M21 M22

] [
dXr

dXs

]
= C

[
W1

W2

]
(16)

  [
M11 M12

M1 0

] [
dXr

dXs

]
=

[
W1

R1

]
(17)

 

C =
[

E3 0
E3 −Z

]
(18)

 

Z = M12 M−1
22 (19)

 

M1 = GT P(E4n−HM−1
22 HT P)G (20)

 

R1 = GT P(E4n−HM−1
22 HT P)S (21)

0 E4n 4n×4n E3 3×3式中：    是零矩阵；    是    的单位阵；    是  

的单位阵. 式 (17) 的第二式可表达为 

GT P
(
E4n−HM−1

22 HT P
)
GdXr =GT P(E4n−HM−1

22 HT P)S
(22)

令 

J = HM−1
22 HT P (23)

则： 

(E4n− J)2 = E4n− J (24)
 

(E4n− J)T P = P(E4n− J) (25)

E4n− J (E4n− J)T P    是幂等矩阵，    是对称矩阵.
根据式 (23)~(25)，式 (22) 可改写为 

GT(E4n− J)T P (E4n− J)GdXr = GT(E4n− J)T PS (26)

令 

F = (E4n− J)G (27)

根据式 (26) 可得海底应答器的坐标改正数为 
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dXr = (FT PF)
−1FT PS (28)

则海底应答器的坐标为 

Xr = Xr
0+dXr = Xr

0+ (FT PF)
−1FT PS (29)

根据式 (28)，联合式 (4) 可得 

tr (DJA) =σ2
0tr(FT PF)

−1

=σ2
0tr

(
GT PG−GT PHM−1

22 HT PG
)

< σ2
0tr

(
GT PG

)
= σ2

0tr(AT P1 A)−1

=tr (DLS)

(30)

σ2
0式中，   为单位权方差.

由式 (30) 可以看出，由联合平差计算得到的海

底大地控制点坐标的方差-协方差矩阵的迹小于传统

的 GNSS/A 方法. 这表明在 GNSS/A 定位中，联合平

差方法能够提高传统 GNSS/A 定位方法的精度. 这种

证明方法将联合平差问题转化成了常规的间接平差

问题，证明简单，易于理解，不同于文献 [13]采用的

拉格朗日极值证明方法.
另外，由式 (28) 可以看出，海底应答器的坐标改

正数的计算公式和间接平差的计算公式形式上完全

类似，这样就把复杂的联合平差问题转化成了常规的

间接平差问题，根据式 (28) 很容易得到严密的精度

评定公式为 [16]
 

DXr = σ2
0(FT PF)

−1
(31)

 

3     实  验
 

3.1     松花湖数据测试

采用松花湖实测数据验证新方法的有效性. 测量

船配备了康斯伯格 Simrad EM3000 多波束系统、徕卡

GNSS-1200 接收机、Seatex MRU-05 姿态测量装置、

AML 声速计和压力计等. 图 2(a) 给出了多波束测深数

据，湖底平均深度约为 60 m. 声速剖面仪获得的声速

结构如图 2(b) 所示，表面声速为 1 465.34 m/s. 采用分

层等梯度射线追踪法进行声线改正. 三个海底应答器

放置在湖床中，走航船分别对三个海底应答器进行圆

走航观测，三个海底应答器编号为 C02、C04 和 C08.
分别采用传统 GNSS/A 定位方法 (简写为 LS 方

法) 和联合平差法 (简写为 JA 方法) 进行计算，结果

如表 1 所示. 对于编号为 C02、C04 和 C08 的湖底应

答器，传统 GNSS/A 定位方法东 (east，E)、北 (north，

 
 
 
 

 N)、天顶 (up，U) 三个方向的均方根 (root mean square，
RMS) 分别为 0.024 1 m、0.022 3 m 和 0.022 2 m，联

合平差 E、N、U 三个方向的 RMS 分别为 0.023 2 m、

0.014 6 m 和 0.014 1 m，可见传统 GNSS/A 方法的内

符合精度低于联合平差方法. 这主要是因为该方法将

海面换能器的位置作为没有误差的已知值，在平差过

程中，海面换能器的位置误差会传递给湖底待估参

数，降低了湖底大地控制点的定位精度. 将压力传感

器提供的深度值作为真值来验证两种方法的外符合

精度. 传统 GNSS/A 定位方法 U 方向的定位偏差分

别为 0.029  1  m，0.264 2  m 和 0.105  1  m，联合平差

U 方向的定位偏差分别为 0.028 4 m、0.210 5 m 和

0.082 3 m，相比于传统 GNSS/A 定位方法，湖底大地

控制点的高程定位精度分别提高了 2%、20% 和 22%.
由此可知，新方法的外符合精度优于传统 GNSS/A 定

位方法.
图 3 给出了三个湖底应答器平差后的声学测距

残差值. 从图 3 可以看出，联合平差方法的声学测距

残差比传统 GNSS/A 定位方法的残差更集中. 计算残

差的均方根误差以评估湖底大地控制点的精度. 对于

编号为 C02、C04 和 C08 的湖底大地控制点，联合平

差方法残差的 RMS 分别为 0.084 6 m、0.071 1 m 和

0.050 6 m，传统 GNSS/A 定位方法的残差 RMS 分别

为 0.098 2 m、0.083 4 m 和 0.059 7 m，新方法可以获

得更加稳定的解算结果.
 
 
 
  

 

(a) 地形图

(b) 剖面图
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图 2    湖底地形图和声速剖面图
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3.2     南海数据测试

实验区域海底地形平坦，水深约为 2 000 m. 在海

底布设了 1 个海底大地控制点，在实验区域内以圆形

航迹对海底大地控制点进行持续性观测，如图 4(a)
所示. 测量期间进行了声速剖面测量，如图 4(b) 所示.
严格测定船载声学换能器、GNSS 天线在船体坐标系

下的坐标，利用姿态测量设备获得测量船姿态，进行

坐标转换获取声学换能器的位置. 采用分层等梯度射

线追踪法进行声线改正.
 
 

E/m
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图 4    走航船采集的数据
 

分别采用传统 GNSS/A 定位方法 (简写为 LS 方

法) 和联合平差法 (简写为 JA 方法) 进行解算. 表 2
给出了传统 GNSS/A 定位方法和联合平差定位的计

算结果及其精度统计表 . 由表 2 可知，两种方法在

E 方向的定位差值为 0.039 2 m，在 N 方向的定位差

 

表 1    海底应答器定位结果与精度统计 m

PRN 方法
海底应答器定位结果

偏差_U
RMS

E N U E N U

C02
LS 315 690.398 1 4 841 955.113 0 −60.770 8 0.029 1 0.016 4 0.016 6 0.006 1

JA 315 690.398 5 4 841 955.112 8 −60.771 8 0.028 4 0.015 7 0.016 0 0.005 8

C04
LS 315 697.768 9 4 841 835.094 9 −59.879 7 0.264 2 0.014 8 0.015 0 0.007 3

JA 315 697.793 8 4 841 835.078 8 −59.935 5 0.210 5 0.009 6 0.009 8 0.005 1

C08
LS 315 736.362 6 4 841 896.665 7 −60.269 4 0.105 1 0.015 8 0.014 5 0.005 7

JA 315 736.432 8 4 841 896.663 6 −60.292 2 0.082 3 0.009 6 0.009 6 0.003 8
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图 3    两种定位方法的残差比较图
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值为 0.028 3 m，在 U 方向的定位差值为 0.083 0 m.
传统方法三个方向 RMS 的平方根为 0.181 6 m，联合

平差方法三个方向 RMS 的平方根为 0.134 1 m，相对

于传统GNSS/A 定位方法，新方法的RMS 降低了 26%.
 
 

表 2    海底应答器定位结果及其精度统计表 m

方法 E N U
RMS

E N U

LS 2 438 927.560 8 491 999.157 4 −1 960.144 8 0.121 8 0.123 5 0.053 8

JA 2 438 927.521 6 491 999.185 7 −1 960.227 8 0.089 9 0.091 2 0.039 7
 

图 5 给出了两种定位方法的残差比较图和残差

直方图. 残差直方图表明，两种定位方法的声测距残

差概率密度都服从正态分布. 根据残差直方图和残差

比较图可知，联合平差方法中的声学测距残差值比传

统 GNSS/A 定位方法的声学测距残差值更集中. 计算残

差的 RMS 来进一步评估海底大地控制点的定位精度.
联合平差方法声学测距残差的 RMS 值为 0.495 9 m，

传 统 的 GNSS/A 方 法 声 学 测 距 残 差 的 RMS 值 为

0.901 6 m，与传统的 GNSS/A 定位方法相比，联合平

差方法的声学测距残差 RMS 值降低了 45%.
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图 5    两种定位方法的残差比较图和残差直方图
  

4     结　论

综合本文的研究结果，可得到如下结论：

1) 针对联合平差方法优越性证明方面的不足和

无深海数据验证的问题，本文对顾及海面换能器位置

误差的 GNSS/A 联合平差方法的原理进行了深化和

分析，给出了间接平差框架下的计算和精度评定公

式，在间接平差框架下证明了新方法相比于传统

GNSS/A 定位方法能够获取更加稳定可靠的参数估

计解.
2) 通过松花湖实测数据和南海实测数据进行了

验证，结果表明，联合平差方法考虑了海面换能器位

置误差对海底大地控制点定位精度的影响，相比于传

统 GNSS/A 定位方法，定位精度提高了 2%~26%，声

学测距残差更聚集，验证了联合平差方法在湖区和深

海区的应用效果.
致谢：特别感谢崂山实验室“问海计划”项目组

及深海试验全体科研人员的合作与支持.
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On the principle and applications of the joint adjustment method for GNSS/A
positioning of the underwater geodetic control point
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Abstract：On the impact of the coordinate errors of the acoustic transducer on the positioning accuracy

of  the  undersea  geodetic  control  point,  we  proposed  a  joint  adjustment  method  of  the  seafloor  geodetic

control  point  for  GNSS/A  underwater  precise  positioning,  whose  crux  was  treating  the  positions  of  both

transducer  and  transponder  as  unknown  parameters  in  the  acoustic  ranging  equation.  The  paper  further

expounds the principle of the joint adjustment method，for the shortcomings in the proof of the superiority of

the joint adjustment method and the lack of verification of deep-sea data, the strict superiority proof and the

precision evaluation formula of the joint adjustment method are given in this paper. Using Songhua Lake data

and South China Sea data for verification, the precision of seafloor geodetic control point positioning with the

proposed method is improved by 2% to 26%. The application effect of the joint adjustment method in the lake

area and the deep-sea area is shown.

Keywords：undersea  geodetic  control  point; GNSS/A  positioning;  joint  adjustment  method;  precision
evaluation; the verification of deep-sea data
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